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� PROBLEMA 1

In un piano, riferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), è assegnata la curva K di equazione:

(1) y��
2x

2

(6

�

�

x

x)
� .

a) Disegnarne l’andamento, indicando con A il suo punto di massimo relativo.

b) Calcolare quanti punti, aventi le coordinate del tipo ��
a

2
� , �

b

2
�� , dove a, b sono numeri interi, apparten-

gono alla regione piana (contorno compreso) delimitata dall’asse x e dalla curva K.
c) Fra i triangoli isosceli aventi il vertice propriamente detto in A e la base sull’asse x, determinare quello il

cui perimetro è 16.
d) Calcolare le aree delle due regioni in cui la curva K divide il triangolo trovato sopra.
e) Spiegare perché la funzione (1) non è invertibile nel suo dominio. Se si restringe convenientemente

questo dominio si ottiene una funzione invertibile? Qual è in tal caso la funzione inversa?

� PROBLEMA 2

Una piramide ha per base il quadrato ABCD di lato lungo 7 cm. Anche l’altezza VH della piramide è lunga
7 cm e il suo piede H è il punto medio del lato AB. Condurre per la retta AB il piano � che formi con il

piano della base della piramide un angolo � tale che cos�� �
3

5
� e indicare con EF la corda che il piano �

intercetta sulla faccia VCD della piramide.

a) Spiegare perché il quadrilatero convesso ABEF è inscrivibile in una circonferenza �.
b) Tale quadrilatero è anche circoscrivibile a una circonferenza?
c) Calcolare i volumi delle due parti in cui la piramide data è divisa dal piano �.
d) Dopo aver riferito il piano � a un conveniente sistema di assi cartesiani (Oxy), determinare l’equazione

della circonferenza �.

� QUESTIONARIO

La funzione f (x)��
3

2

x

x

�

�

2

3

s

s

e

e

n

n

x

x
� è, per x���, una forma indeterminata di tipo �

�

�
�. Il limite della funzio-

ne, per x���:

A) non esiste; B) è �
3

2
� ; C) è �

2

3
� ; D) è un valore diverso da �

3

2
� e �

2

3
� .

Una sola risposta è corretta: individuarla e fornire un’esauriente spiegazione della scelta effettuata.

1

Il candidato risolva uno dei due problemi e 5 dei 10 quesiti in cui si articola il questionario.
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� PROBLEMA 1

a) Il campo di esistenza della funzione f (x)��
2x

2

(6

�

�

x

x)
� è l’intervallo ]��, �2[�]�2,��[ e si ottiene im-

ponendo che il denominatore di f non sia nullo. Lo schema di figura 1 mostra il segno di f : la funzione
si annulla in x�0 e in x�6, è positiva per x��2 e per 0�x�6, negativa per �2�x�0 e per x�6.

Calcoliamo i limiti. Si ha:

lim
x���

f���, lim
x���

f���,

lim
x��2�

f���, lim
x��2�

f���.

Quindi la retta x��2 è asintoto verticale.
Cerchiamo eventuali asintoti obliqui di equazione y�mx�q, con m� lim

x���
�
f (

x

x)
� e q� lim

x���
[ f (x)�mx ].

Si ha:

m� lim
x���

�
2(

2

6

�

�

x

x)
���2

q� lim
x�����2x

2

(6

�

�

x

x)
��2x�� lim

x���
�
2

1

�

6x

x
��16.

La retta y��2x�16 è asintoto obliquo di f.

La derivata prima f �(x)� � ha campo di esistenza

uguale a quello di f e si annulla per x��6 e x�2. Essendo il denominatore sempre positivo, il segno
di f � è concorde con il segno del numeratore. Si ha:

per �6�x�2, f �(x)�0 e la funzione f è crescente;
per x��6 e x�2, f �(x)�0 la funzione f è decrescente. 

Quindi x��6 è punto di minimo relativo e x�2 è punto di massimo relativo. I corrispondenti valori
di f sono f (�6)�36 e f (2)�4. Le coordinate del punto A sono dunque A(2, 4).

La derivata seconda f �(x)��
(x

�

�

64

2)3� non si annulla in nessun punto del

suo campo di esistenza, è positiva per x��2, negativa per x��2. Si
conclude che la funzione f non ha flessi, ha concavità rivolta verso l’alto
per x��2 e concavità rivolta verso il basso per x��2.

�2(x 2 �4x�12)
��

(2�x)2

(12�4x)(2�x)�12x�2x 2

���
(2�x)2
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La parte dell’espressione di x che non dipende dal 

segno del radicale è x�3� �
1

4
� y che, come si osser-

va in figura 4, è l’equazione della retta che passa dai
punti di massimo e minimo relativi di f .

Quindi x�3� �
1

4
� y� �

1

4
� �y�2 �� 4�0y� �� 1�44� rappre-

senta la parte di grafico della curva K situata a sini-

stra della retta x�3� �
1

4
� y, mentre

x�3� �
1

4
� y� �

1

4
� �y�2 �� 4�0y� �� 1�44� rappresenta la

parte di grafico della curva K situata a destra della

retta x�3� �
1

4
� y.

Allora, ad esempio, la funzione

g � ]��,�4 ] � [ 36,��[ � ]��,�6 ] � ]�2,�2]

tale che g (y)�3� �
1

4
� y� �

1

4
� �y�2 �� 4�0y� �� 1�44� è l’in-

versa della funzione (1) ristretta al dominio D1. Procedendo in modo analogo si possono costruire altre
funzioni inverse della funzione data (1). 

� PROBLEMA 2

a) Costruiamo la piramide e conduciamo per la retta AB il piano �.
La retta CD non interseca il piano � e quindi nemmeno la retta EF
(intersezione di � col piano della faccia CDV ), perciò CD // EF. Per
ipotesi CD //AB, quindi la corda EF è parallela anche ad AB: per-
tanto il quadrangolo convesso ABEF è un trapezio.
Per ipotesi la faccia AVB è un triangolo isoscele (l’altezza VH è
mediana della base AB), quindi VA � VB. Per il primo criterio di
congruenza le facce ADV e BCV sono triangoli rettangoli con-
gruenti (AD � BC per ipotesi, VA � VB, DA�VA, BC�VB per il
teorema delle tre perpendicolari) e anche la faccia CDV è un trian-
golo isoscele. Poiché EF è parallela a CD allora VE � VF, quindi,
per il primo criterio di congruenza, il triangolo AFV è congruente al triangolo BEV, da cui AF � BE. Il
trapezio ABEF è dunque isoscele e quindi inscrittibile in una circonferenza (un quadrangolo convesso
con angoli opposti supplementari è inscrittibile in una circonferenza).

b) Condizione necessaria e sufficiente affinché un quadrilatero sia circoscri-
vibile a una circonferenza è che siano uguali le somme delle coppie di
lati opposti. Nel nostro caso dobbiamo verificare se A�B� �E�F� �A�F� �B�E�.
Per determinare E�F� si osserva che i triangoli VEF e VDC sono simili; una

volta determinato il rapporto di similitudine �
V�
V�
M�
N�
� si può calcolare anche

E�F�. Studiamo quindi il triangolo VHM, riportato per comodità in figura 6:
è un triangolo rettangolo isoscele, quindi HV̂M�HM̂V�45°. Si ha poi
VĤN�90°�� e VN̂H�45°��.
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Applichiamo il teorema dei seni al triangolo VHN:

�
sen (9

V�
0

N�
°��)
���

sen (4

V�
5

H�
°��)
�

da cui si ricava:

V�N� � .

Poiché per ipotesi cos�� �
3

5
� , si ha sen�� �

4

5
� , quindi:

V�N� � � �3�2�.

Essendo V�M� �7�2�, il rapporto di similitudine �
V�
V�
M�
N�
� è allora �

3

7
� , pertanto E�F� � �

3

7
� C�D� �3 cm.

Calcoliamo infine N�H� mediante il teorema di Carnot:

NH��V��N�� 2��� V��H�� 2��� 2�V��N�� ��V��H�� ��co�s�V̂� �5 cm.

Affinché la relazione A�B� �E�F� �A�F� �B�E� sia vera, dovrebbe essere A�F� ��
A�B� �

2

E�F�
��5 cm. Ma, ricordan-

do che A�F� è un lato obliquo del trapezio isoscele ABEF e che l’altezza del trapezio è N�H� �5 cm, deve
essere A�F� �5 cm, quindi la relazione A�B� �E�F� �A�F� �B�E� è falsa e il trapezio ABEF non è circoscrivibile
a una circonferenza.

c) La parte superiore è la piramide ABEFV di base il trapezio isoscele ABEF la cui altezza V�K�, come si
vede in figura 6, si ottiene proiettando il vertice V sul piano �, in particolare sulla retta per N�H�:

V�K� �V�H� �sen(90°��)�7cos���
2

5

1
�cm. Quindi il volume della piramide ABEFV è:

V(ABEFV )��
1

3
� A(ABEF ) �V�K���

1

3
� � �

1

2
� (A�B� �E�F� ) �H�N� ��

2

5

1
� cm�35 cm3.

Il volume della parte inferiore della piramide ABCDV si ottiene per differenza:

V(ABCDEF )�V(ABCDV )�V(ABEFV )��
1

3
� A(ABCD ) �V�H� �35 cm3 ��

34

3

3
�cm3 �35 cm3 ��

23

3

8
�cm3.

d) Scegliamo un sistema di riferimento di centro O (0, 0) � H, avente come
asse x la retta per AB orientata da A verso B e come asse y la retta per
HN orientata da H verso N come illustrato in figura 7.

Cerchiamo l’equazione della circonferenza � passante per i punti A���
7

2
� , 0�,

B�� �
7

2
� , 0�, E��

3

2
� , 5�, F�� �

3

2
� , 5�, simmetrica rispetto all’asse y e che

quindi ha centro P (0, k). L’equazione della circonferenza rispetto al siste-
ma di riferimento scelto è quindi x 2 � ( y�k)2 � r 2. Determiniamo k ed r.

Il centro P (0, k) deve essere equidistante da B ed E:

P�E� 2 �P�B� 2��
9

4
� � (5�k)2 ��

4

4

9
��k 2�k� �

3

2
� .

21
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F E
N

�

� Figura 7.
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Quindi il centro ha coordinate P�0, �
3

2
�� e r 2 �P�E� 2 ��

5

4

8
� .

L’equazione di � rispetto al sistema di riferimento scelto è x 2 ��y� �
3

2
��2

��
5

4

8
� , che dopo alcuni calcoli

diventa: x 2 �y 2 �3y��
4

4

9
��0.

� QUESTIONARIO

La funzione senx è limitata (�1� sen x�1) quindi i contributi di 2 sen x al numeratore e di 3 senx al de-

nominatore sono trascurabili per x���. Per ogni x positivo possiamo scrivere: � �
x

1
� ��

se

x

n x
�� �

x

1
� , e 

siccome lim
x����� �

x

1
���0, per il teorema del confronto anche lim

x���
�
se

x

n x
��0.

Quindi:

lim
x���

�
3

2

x

x

�

�

2

3

s

s

e

e

n

n

x

x
�� lim

x���
� lim

x���
� �

3

2
� .

La risposta esatta è la B).

L’espressione �
n

k�5
k rappresenta la somma di (n�5)�1�n�4 termini consecutivi della progressione arit-

metica di ragione 1: an �an�1 �1, con a0 �0. Quindi la somma �
n

k�5
k si può esprimere come la media arit-

metica del primo e ultimo termine moltiplicata per il numero dei termini:

�
n

k�5
k��

a5 �

2

an
� (n�4)��

5�

2

n
� (n�4)� �

1

2
� (n 2 �n�20).

Imponendo la condizione �
1

2
� (n 2 � n � 20) � 10 000, si ottiene la disequazione di secondo grado

n 2 �n�20 020�0 che in R è verificata per �
�1��

2

80� 0�81�
��n��

�1��
2

80� 0�81�
� . Poiché n è un 

numero naturale e �
�1��

2

80� 0�81�
�� 140,993, si conclude che il più grande valore di n che soddisfa il

quesito è n�140.

Infatti �
140

k�5
k�9860 e �

141

k�5
k�10 001.

Dal testo del quesito si deduce che F è derivabile almeno 2 volte nel punto a. Essendo F �(a)�0 si ha che

lim
x�a
�
F �(x

x

)�

�

F

a

�(a)
��F �(a)�0 e quindi, per il teorema della permanenza del segno, esiste un intorno I di

a tale che, per ogni x � I il rapporto incrementale �
F �(x

x

)�

�

F

a

�(a)
� è negativo, cioè numeratore e denomina-

tore hanno segno discorde, e quindi si verifica: x�a�F �(x)�F �(a) e x�a�F �(x)�F �(a). Essendo per
ipotesi F �(a)�0, si ha che per ogni x � I, x�a�F �(x)�0 e x�a�F �(x)�0, ma, poiché F è continua e
derivabile in a, questa è una condizione sufficiente affinché a sia punto di massimo relativo.

Deve essere x�0 affinché la disequazione abbia senso, quindi si può scrivere ln (x 2)�2 ln x ; la disequa-
zione (ln x 2)� ln (x 2) diventa (ln x )2 �2 ln x�0. Posto ln x�y, si ottiene y 2 �2y�0 che è soddisfatta per
y�0�y�2. Essendo:
lnx�0�x�1�0�x�1 e lnx�2�x�e 2, l’insieme delle soluzioni della disequazione è: ]0,1]� [e 2,�� [.

4

3

2

3��
2 se

x

n x
�

��

2��
3 se

x

n x
�

x�3��
2 se

x

n x
��

��

x�2��
3 se

x

n x
��

1


