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� PROBLEMA 1

Considerato un triangolo ABC, acutangolo e isoscele sulla base BC, si chiami D il piede della sua altezza
condotta per C e si costruisca, dalla stessa parte di A rispetto a BC, il punto E in modo che il triangolo
ECD sia simile ad ABC.

a) Dimostrare che:

1) EC è perpendicolare a CB;

2) i triangoli EFC e AFD – dove F è il punto comune ai segmenti ED e AC – sono simili e, di conse-
guenza, anche i triangoli EFA e CFD sono simili e gli angoli AÊF e FĈD sono congruenti;

3) EA è parallela a CB;

4) il quadrilatero AECD è inscrivibile in una circonferenza.

b) Ammesso che le misure di BC e CD, rispetto a un’assegnata unità di misura, siano 6 e �
2

5

4
� , dopo aver

riferito il piano della figura a un conveniente sistema di assi cartesiani, determinare:

1) il seno e il coseno dell’angolo BĈD;

2) le equazioni della similitudine che trasforma il triangolo ABC nel triangolo EDC.

� PROBLEMA 2

Nel piano, riferito a un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), sono assegnate le curve di equazione:

[1] y�x 4 �ax 3 �bx 2 �c.

a) Dimostrare che, nel punto in cui secano l’asse y, hanno tangente parallela all’asse x.

b) Trovare quale relazione deve sussistere fra i coefficienti a, b affinché la curva [1] volga la concavità ver-
so le y positive in tutto il suo dominio.

c) Determinare i coefficienti a, b, c in modo che la corrispondente curva [1] abbia, nel punto in cui seca
l’asse y, un flesso e la relativa tangente inflessionale la sechi ulteriormente nel punto di coordinate (2; 2).

d) Dopo aver verificato che la curva K presenta un secondo flesso, calcolare l’area della regione finita di
piano delimitata da K e dalle due tangenti inflessionali.

e) Determinare le equazioni della traslazione che, lasciando sull’asse y il flesso di K con tangente orizzon-
tale, porti il minimo di K sull’asse x.

Il candidato risolva uno dei due problemi e 5 dei 10 quesiti in cui si articola il questionario.
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� PROBLEMA 1

a1. Considerato il triangolo acutangolo isoscele ABC (figura 1), con CD altezza
condotta per C, si costruisce il triangolo isoscele ECD di base CD, simile al
triangolo ABC. Pertanto i triangoli ABC ed ECD hanno gli angoli ordinata-
mente congruenti.
Nel triangolo rettangolo BCD l’angolo DB̂C è complementare a BĈD. Poi-
ché l’angolo DĈE è congruente a DB̂C per costruzione, risulta che DĈE è
complementare a BĈD. Pertanto l’angolo BĈE è retto perché somma di due
angoli complementari ed EC è perpendicolare a CB.

a2. Considerati i triangoli EFC e AFD, essi hanno: AF̂D � EF̂C perché angoli op-
posti al vertice; DÂF � FÊC per costruzione. I triangoli sono simili per il pri-
mo criterio di similitudine e quindi hanno i lati ordinatamente in proporzione. In particolare risulta:
AF � DF � EF � CF. Ora, i triangoli EFA e CFD hanno due lati ordinatamente proporzionali e gli angoli
compresi AF̂E e DF̂C congruenti perché opposti al vertice. Quindi, per il secondo criterio di similitudi-
ne i triangoli EFA e CFD sono simili e, in particolare, AÊF e FĈD sono congruenti.

a3. I triangoli EFA e CFD sono simili per la dimostrazione precedente, quindi FÂE è congruente a FD̂C. Ma
FD̂C � BĈA per costruzione, pertanto, per la proprietà transitiva FÂE � BĈA. Considerati i segmenti EA
e CB, essi formano con la trasversale AC angoli alterni interni congruenti e quindi, per il teorema in-
verso delle rette parallele, i segmenti EA e CB sono paralleli.

a4. Si osservino gli angoli del quadrilatero AECD. Poiché EA è parallelo a CB e BĈE è retto per dimostra-
zioni precedenti, l’angolo AÊC è anch’esso retto per il teorema delle rette parallele. L’angolo AD̂C del
quadrilatero, opposto a AÊC, è retto per costruzione, pertanto il quadrilatero AECD ha gli angoli oppo-
sti AÊC e AD̂C supplementari. Tenendo conto che la somma degli angoli interni di un quadrilatero è
pari a due angoli piatti, anche i restanti angoli interni e opposti DÂE e EĈD del quadrilatero sono sup-
plementari. Per il teorema inverso dei quadrilateri inscritti, il quadrilatero AECD è quindi inscrivibile in
una circonferenza.

b1. Si fissa un sistema cartesiano ortogonale centrato nel punto C e tale che il lato BC sia sull’asse negativo
delle ascisse (figura 2). Le coordinate dei punti B e C sono quindi: B (�6; 0) e C (0; 0).
Il triangolo BCD è rettangolo per costruzione e sono note le

misure del cateto C�D� � �
2

5

4
� e dell’ipotenusa B�C� � 6. Quindi il

coseno dell’angolo BĈD si determina applicando il teorema di
trigonometria sui triangoli rettangoli:

C�D� �B�C� �cos (BĈD) → cos (BĈD)� � � �
4

5
� .
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e CB, essi formano con la trasversale AC angoli alterni interni congruenti e quindi, per il teorema in-
verso delle rette parallele, i segmenti EA e CB sono paralleli.

a4. Si osservino gli angoli del quadrilatero AECD. Poiché EA è parallelo a CB e BĈE è retto per dimostra-
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quadrilatero, opposto a AÊC, è retto per costruzione, pertanto il quadrilatero AECD ha gli angoli oppo-
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Per l’identità fondamentale della goniometria sen2 x�cos2 x�1 e tenendo conto che l’angolo BĈD è
acuto, risulta:

sen BĈD��1��� c�o�s2� B�Ĉ�D� ��1������
4

5����2� � �
3

5
� .

b2. Primo metodo.
Si osservi la figura 2: i triangoli ABC e EDC sono simili per costruzione. Il loro rapporto di similitudine
k può essere calcolato confrontando le misure dei lati proporzionali BC e CD :

k��
C�
B�

D�
C�
� → k� � �

4

5
� .

Le equazioni della similitudine che trasforma il triangolo ABC nel triangolo EDC possono essere deter-

minate tramite la composizione di due trasformazioni: una omotetia di centro O e rapporto k��
4

5
�

(figura 3), che trasforma il triangolo ABC nel triangolo A′B ′C, congruente al triangolo EDC; una rota-
zione oraria di centro O e angolo BĈD, che trasforma il triangolo A′B ′C nel triangolo EDC.
Le equazioni dell’omotetia e della rotazione stabilite sono rispettivamente:

� → � ,

� →

→ � ;

eseguendo la loro composizione si ottengono le equazioni della similitudine cercata:

� → � .

Si nota, come ci si aspettava, che la trasformazione è della forma: � , cioè una similitu-

dine diretta di rapporto k��m�2 �� n� 2� , dove m��
1

2

6

5
� e n��

1

2

2

5
� , per cui

k���12
6

5
��2

���12
2

5
��2

��
2

2

0

5
�� �

4

5
� , come era richiesto.

Secondo metodo.
Le equazioni di una similitudine sono:

� con � ��a 2 �b2 �0

con �a� 2��� b� 2� �k, essendo k il rapporto di similitudine.

a �b

b �a

x ′�ax�by�c

y ′�bx�ay�c ′

x ″�mx�ny

y″�nx�my

x ″��
1

2

6

5
� x��

1

2

2

5
� y
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1

2

2

5
� x��

1

2

6

5
� y

x ″� �
4

5
� � �

4

5
� x� �

3

5
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4

5
� y
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3

5
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4

5
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4

5
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4

5
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4

5
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3

5
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3
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4

5
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x ″�x ′ cos(�BĈD)�y ′ sen(�BĈD)
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5
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Dobbiamo determinare a, b, c, c ′. Consideriamo la trasformazione del segmento BC nel segmento DC.
Essendo (vedi figura 2):

H�C� �D�C� cos DĈB��
2

5

4
�� �

4

5
� ��

9

2

6

5
� , D�H� �D�C� sen DĈB��

2

5

4
�� �

3

5
� ��

7

2

2

5
� ,

abbiamo la trasformazione:

B (�6; 0) → D���
9

2

6

5
� ; �

7

2

2

5
�� ,

C (0; 0) → C (0; 0).

Sostituendo nelle equazioni della similitudine, otteniamo:

0�c

0�c ′� ��
9

2

6

5
���6a�c → a��

1

2

6

5
�

�
7

2

2

5
���6b�c ′ → b���

1

2

2

5
�

Le equazioni della similitudine sono:

� con k�����1

2

6

5
���2� �����

1

2�
2

5
���2� ��

2

2

0

5
�� �

4

5
� .

� PROBLEMA 2

a) Le curve di equazione y� f (x)�x 4 �ax 3 �bx 2 �c sono funzioni polinomiali continue e derivabili
nell’insieme dei numeri reali. Le derivate prime hanno forma: f ′(x)�4x 3 �3ax 2 �2bx e, per definizio-
ne di derivata, esse si annullano nei punti in cui la tangente è parallela all’asse x. Pertanto, ponendo

f ′(x)�0, si ottiene 4x 3 �3ax 2 �2bx�0 che ha soluzioni x�0 e x� . Si conclu-

de che nel punto x�0, in cui ogni curva seca l’asse y, le curve [1] hanno tangente parallela all’asse x.

b) Data una funzione con derivata prima e seconda continue in un intervallo, condizione sufficiente affin-
ché essa rivolga la concavità verso l’alto in un punto x0, interno all’intervallo, è che la derivata seconda
in quel punto sia positiva. Se f (x)�x 4 �ax 3 �bx 2 �c, la derivata prima è f ′(x)�4x 3 �3ax 2 �2bx e
la derivata seconda ha espressione: f ″(x)�12x 2 �6ax�2b. Posto f ″(x)�0, risulta:

12x 2 �6ax�2b�0 → 6x 2 �3ax�b�0.

L’equazione associata, 6x 2 � 3ax � b � 0, ammette soluzioni reali x � , con
��9a 2 �24b�0.
Pertanto la disequazione è sempre verificata nel campo reale se il discriminante � è negativo. La funzio-
ne rivolge la concavità verso l’alto su tutto R se vale la seguente relazione tra a e b :

9a 2 �24b�0 → 3a 2 �8b�0.

La condizione è sufficiente e può non contemplare altri casi in cui la funzione ha concavità verso l’alto
su tutto il campo reale. È infatti necessario discutere il segno della derivata prima e della derivata secon-
da, in relazione al discriminante �.

�3a��9a� 2��� 2�4b�
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���

8

x ′��
1

2

6

5
� x��

1

2

2

5
� y

y ′���
1

2

2

5
� x��

1

2

6

5
� y


