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� PROBLEMA 1

Considera la famiglia di funzioni

fk (x)�� k�0

e la funzione g(x)�� .

1. Determina per quale valore di k la funzione fk e g hanno la stessa tangente nel punto di ascissa 1.

2. Detta f la funzione determinata al punto precedente, studia la continuità e la derivabilità di f e g nel
punto x�0.

3. Studia le funzioni f e g e disegna i grafici riferiti allo stesso sistema cartesiano ortogonale.

4. Calcola l’area della regione finita di piano delimitata da f e da g, appartenente al semipiano x� �
1

4
� .

� PROBLEMA 2

In una circonferenza di diametro A�D� �2r è inscritto il triangolo isoscele ABC di base BC. Costruisci la pira-
mide che ha per base il triangolo ABC e altezza il segmento AV congruente a BC.

1. Posto A�H� �x, essendo H il punto medio del segmento BC, determina la funzione y� f (x) che esprime
il volume della piramide ABCV.

2. Disegna il grafico di f e determina per quale valore di x il volume della piramide è massimo.
3. In corrispondenza di tale valore determina l’angolo formato dalle facce ABC e VBC.
4. Se y0 è il valore del volume massimo, calcola l’area della regione finita di piano appartenente al semi-

piano x�0, delimitata dalla funzione f e dalla sua simmetrica rispetto alla retta di equazione y�y0.

� QUESTIONARIO

Determina un’espressione generale delle coppie di numeri interi relativi che risolvono l’equazione:

3x�5y�6.

L’equazione � x 2�1 �� �4�y 2 ��0 nel piano cartesiano determina:

a) due rami di iperbole.

b) l’unione di un ramo di iperbole con un arco di circonferenza.

2

1

lnx x 2 se x�0

0 se x�0

k lnxx se x�0

0 se x�0

Risolvi uno dei due problemi e 5 dei 10 quesiti del questionario.
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� PROBLEMA 1

1. Riscriviamo le funzioni applicando le proprietà del logaritmo:

fk(x)�� k�0; g (x)�� .

Tutte le funzioni date sono continue e derivabili per x�0, con derivate:

f �k (x)�k lnx�k, g �(x)�2x lnx�x quindi f �k (1)�k, g �(1)�1.

Perciò fk e g hanno la stessa tangente in x�1 se f �k (1)�g �(1), ossia se

k�1.

2. Indichiamo con f (x) la funzione f1(x) corrispondente a k�1:

f (x)�� .

lim
x�0�

x lnx� lim
x�0�

� lim
x�0�

�0 (De L’Hospital) pertanto f è continua per x�0.

lim
h�0�
�
f (0�h

h

)� f (0)
�� lim

h�0�
�
h ln

h

h�0
�� lim

h�0�
lnh���.

La f non è derivabile in x�0 nel senso che la derivata diverge negativamente quindi ha per tangente
l’asse delle ordinate.

lim
x�0�

x 2 lnx� lim
x�0�

� lim
x�0�

�0, pertanto g è continua in x�0.

lim
h�0�
�
g (0�h

h

)�g (0)
�� lim

h�0�
�
h 2 ln

h

h�0
�� lim

h�0�
h lnh�0.

La g è derivabile in x�0 e ha per tangente l’asse delle ascisse.

3. Studio di f e g.
Segno di f e intersezioni con gli assi:

x lnx�0 per x�1 � f (x)�0 se 0�x�1
f (x)�0 se x�1
f (1)�0.

� f non ha asintoti orizzontali né obliqui.
lim

x���
x lnx���

lim
x���

�
x l

x

nx
�� lim

x���
lnx���

�
x

1
�

�

��
x

2
3�

lnx
�

�
x

1
2�

�
x

1
�

�

��
x

1
2�

lnx
�

�
x

1
�

x�0

x�0

se

se

x lnx

0

x�0

x�0

se

se

x 2 lnx

0

x�0

x�0

se

se

kx lnx

0

SOLUZIONE DELLA SIMULAZIONE D’ESAME
CORSO DI ORDINAMENTO

5 © Zanichelli Editore, 2006 

� PROBLEMA 2

1. Costruiamo la figura.

Il dominio geometrico della variabile A�H� �x è l’intervallo 0�x�2r.
Scriviamo l’espressione del volume della piramide ABCV tenendo conto che A�V� �B�C� �2B�H� :

Vp � �
1

3
� SABC �A�V� � �

1

3
� � �

1

2
� �B�C� �A�H� �A�V� � �

1

3
� �B�H� �A�H� � (2B�H� )� �

2

3
� �B�H� 2 �A�H�.

Applichiamo il secondo teorema di Euclide al triangolo rettangolo ADB (inscritto in una semicirconfe-
renza) per esprimere B�H� in funzione di x :

B�H� 2 �A�H� �H�D�

A�H� �x, H�D� �2r�x � B�H� 2 �x (2r�x).

Ora scriviamo il volume della piramide in funzione di x :

Vp � f (x)� �
2

3
� x (2r�x)x�� �

2

3
� x 3 � �

4

3
� rx 2, x � [0; 2r ].

2. Disegniamo il grafico eseguendo lo studio completo della funzione su tutto il suo campo di esistenza
cioè �x �R.
f è un polinomio di terzo grado quindi è continua e derivabile �x �R, non ha asintoti, ha un punto di
flesso.
Segno e intersezioni con gli assi:

f (x)�0 � �
2

3
� x 2(2r�x)�0, x�2r ;

f (x)�0 � �
2

3
� x 2(2r�x)�0, x�2r �x�0;

f (x)�0 � x 2 �0 (radice doppia) oppure x�2r.

O
H

D

C

B

A

V

2r x

0

O

0

x

y

O 2r

f
�++

� Figura 2.
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� Figura 4.
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In x�2r la funzione interseca l’asse delle ascisse. In x�0 la funzione è tangente all’asse delle ascisse
perché ha una radice di molteplicità 2.
Derivata prima: crescenza e decrescenza, massimi e minimi.

f �(x)��2x 2 � �
8

3
� rx dunque:

f �(x)�0 � x�0�x� �
4

3
� r ; f �(x)�0 � 0�x� �

4

3
� r .

O� (0; 0) è punto di minimo relativo;

M���
4

3
� r ; �

6

8

4

1
� r 3� è punto di massimo relativo.

Nell’intervallo [0; 2r ] la funzione, e quindi il volume della piramide, ha il massimo assoluto y0 ��
6

8

4

1
� r 3

per x0� �
4

3
� r.

Completiamo lo studio con l’analisi della derivata seconda per la concavità e i flessi.

f �(x)��4x� �
8

3
� r dunque:

f �(x)�0 � x� �
2

3
� r, concavità verso il basso;

f �(x)�0 � x� �
2

3
� r, concavità verso l’alto;

F��
2

3
� r ; �

3

8

2

1
� r 3� punto di flesso.

3. Le facce ABC e VBC formano un diedro convesso la cui sezione normale VĤA è l’angolo richiesto. De-
terminiamo VĤA mediante la sua tangente goniometrica:

tg(VĤA)��
A�
A�

H�
V�
� .

2r xO
f'

–r4
3
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� Figura 5.
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Poiché A�H� �x0 � �
4

3
� r e A�V� �2B�H� �2�x0�(2�r��x�0)� ��

4�
3

2�
� r avremo:

tg(VĤA)��2� (VĤA �57,735…°).

4. Tracciamo il grafico sommario della funzione simmetrica di f rispetto alla retta y�y0 ��
6

8

4

1
� r 3 senza rica-

vare la sua espressione analitica.

L’area da determinare, evidenziata con un fondino, è doppia dell’area della regione di piano delimitata
dalla retta y�y0, dall’asse delle ordinate e dalla funzione f. Pertanto:

SOMA �2SOMB �2�1

0

�
4
3
�r

(y0� f (x))dx�2�1

0

�
4
3
�r

�
6

8

4

1
� r 3 dx�2�1

0

�
4
3
�r �� �

2

3
� x 3 � �

4

3
� rx 2�dx.

Calcoliamo i due integrali separatamente.

2�1

0

�
4
3
�r

�
6

8

4

1
� r 3 dx��

1

8

2

1

8
� r 3 [x ]0

�
4
3
�r

��
5

2

1

4

2

3
� r 4.

2�1

0

�
4
3
�r �� �

2

3
� x 3 � �

4

3
� rx 2�dx�� �

4

3
� ��

1

4
� x 4�

0

�
4
3
�r

� �
8

3
� r��

1

3
� x 3�

0

�
4
3
�r

���
2

2

5

4

6

3
� r 4 ��

5

2

1

4

2

3
� r 4 ��

2

2

5

4

6

3
� r 4.

Il valore dell’area è dunque:

SOMA ��
5

2

1

4

2

3
� r 4 ��

2

2

5

4

6

3
� r 4 ��

2

2

5

4

6

3
� r 4.

� QUESTIONARIO

Ricaviamo la y in funzione di x, quindi scriviamo le soluzioni dell’equazione:

y��
6�

5

3x
� � �x ; y��

6�

5

3x
�� con x, y �Z.

y è un numero intero se il numeratore 6�3x�3(2�x) è multiplo di 5, ossia se

2�x�0,�5,�10,�15,…�5p � x�2�5p, p �Z.

La soluzione dell’equazione è data dalle seguenti coppie ordinate di numeri interi:

(x�2�5p ; y�3p), p �Z.
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� Figura 8.


